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Resumen.

El objetivo del trabajo es proponer una técnica de evaluacién para el entendimiento conceptual
de las ciencias. En palabras de Zavala (2009), el entendimiento conceptual se ha convertido en
una de las lineas de investigacion mas proliferas en la investigacion en educacion de las
ciencias, ya que los alumnos tienen pre-concepciones, es decir, modelos cognitivos que
representan explicaciones no cientificas de los fendmenos que les rodean, y que en ocasiones
impiden el aprendizaje. En este orden de ideas, se disefié un instrumento de evaluacion (el test
de opcién multiple) para analizar los modelos cognitivos que tienen los alumnos con respecto al
concepto de “limite” en un primer curso de calculo de una variable real de funciones reales. El
reporte incluye el marco teérico que plantea y justifica la investigacién, la metodologia del
trabajo experimental, los principales resultados a los que se llegdé en la instrumentacién del
modelo de evaluacion (haciendo énfasis en los principales modelos cognitivos de los
estudiantes respecto al “teorema de los limites laterales”, y a la relacion de éste con la

existencia de un limite), asi como algunas conclusiones preliminares.
Palabras clave: evaluacién, pre-concepciones, calculo, limite.
Planteamiento del problema.

El concepto de limite es uno de los mas complejos en la comprension de los principales
problemas y métodos del célculo (Courant & Robbins, 2002). Como lo menciona Pita (1998),
éste es el concepto sobre el cual descansan los dos pilares mas importantes del calculo: la
derivada y la integral de una funcién. Asimismo, la nocién de “limite de una funcién” es un
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concepto sobre el que los estudiantes tienen una gran cantidad de pre-concepciones o modelos

cognitivos alternos que, desde el momento mismo en el que llegan al aula, en mayor o menor
medida impiden su aprendizaje. En este sentido, un referente empirico recurrente en las
investigaciones que reporta la literatura (Blazquez & Ortega, 2006; Cornu, 1983; Fernandez,
2004; Przenioslo, 2004; Vrancken & Gregorini, 2006, Sierpinska, 1987) es el bajo rendimiento y
aprovechamiento que presentan los alumnos en temas fundamentales de la matematica de los
cambios, como el concepto de derivada, el concepto de integral, las series de Taylor, etc.,
derivado sobre todo de las deficiencias que presentan los estudiantes en el aprendizaje del
concepto de “limite de una funcién” y que devienen en la falta de reconocimiento de situaciones

l[imite como las referenciadas anteriormente.

Por lo anterior, si se desea modificar el modelo educativo que prevalece actualmente, sobre
todo en el nivel superior (en donde recientemente se ha investigado desde una mirada
conceptual, mas que procedimental) y lograr una verdadera comprension por parte de los
estudiantes de los fundamentos del calculo, resulta imperioso el evaluar con precision cuéles
son los modelos de pensamiento alternativos mas recurrentes que muestran los alumnos
respecto al “limite de una funcion” en el nivel universitario. En este orden de ideas, el problema
de investigacion, como relacion o vinculo que liga los constructos anteriormente descritos,
guedo planteado de la siguiente manera: ¢ Cuales son las pre-concepciones dominantes de los
estudiantes de nivel superior respecto al concepto de “limite de una funcioén”, en un primer curso

de célculo de una variable real de funciones reales?
Justificacion.

De los parrafos anteriores se pueden reconocer dos hechos incontrovertibles. El primero, que el
concepto de limite es uno de los mas importantes en el estudio del céalculo y de toda la
matematica superior (Artigue, 1998; Cornu, 1983; Pita, 1998; Sierpinska, 1987; Vrancken &
Gregorini, 2006, Tall & Vinner, 1981). En efecto, el “limite” como objeto de aprendizaje ha sido
una problematica estudiada sobre todo por los docentes de educacion superior, quienes han

encontrado en él un obstéculo epistemoldgico para la ensefianza del célculo.

Y el segundo, la importancia de las pre-concepciones de los estudiantes en la ensefianza y el
aprendizaje de las ciencias. Estos modelos de pensamiento alterno (no cientificos) pueden ser

estudiados y comprendidos a través de estudios de evaluacion del entendimiento conceptual.
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En este sentido, conocer los principales modelos de pensamiento de los estudiantes respecto al

concepto de limite, asi como el impacto de éstos en el aprendizaje, permitird mejorar

significativamente el disefio instruccional, la ensefianza, y el aprendizaje del célculo.
Fundamentacion teérica.

Para el andlisis de las pre-concepciones y modelos cognitivos por parte de los estudiantes se
plante6 una propuesta de trabajo basada en un modelo de evaluacién en ensefianza de las
ciencias: el test de opcion multiple. El andlisis consistié en una técnica de evaluacion propuesta
por Morris, et al (2006), llamada “analisis de las curvas de respuestas al item” (IRC, por sus
siglas en inglés). Siguiendo a Ding, et al, (2006), en este modelo de evaluacién se analizan
indices de dificultad, de discriminacién y de aleatoriedad para las respuestas de los alumnos a

los items.

El indice de dificultad muestra la razon entre el nUmero de respuestas correctas y el nimero
total de alumnos que contestaron un determinado item. El indice adopta valores en un intervalo
de cero a uno. Cuando el indice se acerca a uno la dificultad del reactivo es baja y, por el
contrario, cuando el indice es cercano a cero la dificultad del reactivo es alta. Ding, et al (2006),
consideran que los extremos deben evitarse, tanto en el valor de cero (en donde nadie puede

responder el item), como en el valor de uno (en donde todos lo contestan correctamente).

Por su parte, el indice de discriminacion puede ayudar a separar a los alumnos de alto
rendimiento (que conocen y comprenden razonablemente el material que se evalia), de
aquellos de bajo rendimiento (que desconocen el material) (Ding, et al, 2006). Asi, el calculo del
indice requiere que los resultados se agrupen como una serie ordenada de datos en donde la
mediana, como medida de tendencia central, permite discriminar al 50% de los alumnos que
obtuvieron las menores calificaciones, del 50% restante que obtuvo las calificaciones mas altas.
El indice toma valores entre menos uno y uno, y es recomendable evitar los valores negativos.
En este sentido, un examen con un indice de discriminacion alto indicaria que los alumnos méas
destacados obtienen las calificaciones mas altas. Por su parte, un test con un indice de
discriminacion bajo podria guiar a los mejores estudiantes a contestar incorrectamente, y a los

alumnos mas atrasados a obtener calificaciones mas elevadas.
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Finalmente, el indice de aleatoriedad (o de correlacion biserial) representa la probabilidad de

responder correctamente el item al azar. Por lo tanto, a mayor indice de aleatoriedad, mayor
sera la probabilidad de que un alumno con bajas habilidades y cuyo resultado en el examen sea
bajo, conteste el reactivo correctamente. En este sentido, los valores del indice de aleatoriedad
tendrian que ser menores o iguales a la probabilidad (bajo un enfoque clasico) de obtener la
respuesta correcta al azar. En el caso del test que nos ocupa, al tener la pregunta cinco

opciones, el indice deberia ser igual o menor a 0.20.
Objetivos.

El objetivo principal de la investigacion fue el evaluar las principales pre-concepciones que
tienen los alumnos universitarios sobre el concepto de limite de una funcion, en el marco de un

curso introductorio de Calculo de una variable.

Asimismo, se establecieron dos objetivos especificos de la investigacion. Primero, se pretendid
conocer el grado en que estos modelos cognitivos o pre-concepciones alternas que presentan
los estudiantes favorecen u obstaculizan su aprendizaje. Segundo, se buscé que la
investigacion permitiera el disefio de un instrumento de reconocimiento y evaluacion de las pre-
concepciones de los estudiantes sobre el concepto de limite de una funcién, con el propdsito de

conocer los efectos de la ensefianza programada en dichas preconcepciones.
Metodologia.

La investigacion experimental se realizé en el mes de septiembre del primer semestre del ciclo
escolar 2017-2018. El instrumento de evaluacién se aplicé, en todos los casos, a alumnos del
primer semestre del tronco comudn de la Facultad de Ingenieria de una Institucion de Educacion
Superior, ubicada en el Noroeste de México. Durante la primera semana del mes de septiembre
se disefid un test de caracter conceptual que evaluara los modelos cognitivos que tienen los
alumnos respecto al concepto de “limite” en un primer curso de calculo. El tema ya habia sido
explicado a los alumnos con anterioridad. El test se conformé de 25 reactivos de opcion
multiple, de los cudles cinco reactivos fueron disefiados por el autor e insertados aleatoriamente
en el cuerpo del examen. Posteriormente, el instrumento se aplicé a 100 alumnos a quienes se
les explico el objetivo del examen y se les entregé un cuadernillo y una hoja de respuestas

elaborada para el efecto. Se les permitié a los alumnos utilizar su calculadora, aunque se les
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explicé que la mayoria de las preguntas intentaban medir la conceptualizacion del limite de una

funcién, mas que habilidades procedimentales.

Resultados.

A partir del espacio disponible, no es posible referenciar la totalidad de los resultados. Sin
embargo, se muestran los resultados obtenidos de las respuestas de los estudiantes de dos
items, relacionados principalmente con el teorema de los limites laterales y la existencia de un

l[imite en un intervalo abierto. El item ndmero dieciséis se transcribe a continuacion.

Sea la funcién f(x) = = que se muestra en la grdfica dcudl es el limite de la funcién cuando x tiende a
x

cero? La respuesta correcta a esta preguntaera el inciso b.

1) =0

]

= = (no existe)

W

=1

)
)
) La gréfica mostrada no corresponde a una funcién.
)
)

5) La gréfica no permite concluir respecto al limite.

Figura 1. item 16 (elaborada por el autor).

En la figura 2 se muestra que los estudiantes con la mayor habilidad contestaron la pregunta
adecuadamente, por lo que el indice de discriminacion es bajo y permite diferenciar a los
alumnos que conocen el concepto de aquellos que no. La pregunta obtuvo un indice de
dificultad medio por lo que se consider6 medianamente dificil para los alumnos y bien disefiada.
En lo que se refiere al indice de aleatoriedad se observé que éste es bajo, es decir, menor a la
probabilidad de escoger una respuesta al azar, que es del 0.20. Por lo anterior, también en este

rubro el item se considera una pregunta bien disefiada.
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Figura 2. Curva IRC de la pregunta 16 (elaborada por el autor).

Respecto a las preconcepciones de los alumnos, resultan muy interesantes los modelos 1y 4,
contestados principalmente por los estudiantes con muy baja habilidad. Sobre todo el modelo 1,
en donde el limite de la funcion es cero, permite concluir que los alumnos no utilizan la gréafica
de referencia para su analisis ,y aun mas delicado, que estos alumnos consideran que la
divisién entre cero es un numero real. Sin embargo se observa que, en los dos casos, a mayor
habilidad en los alumnos cada vez menos estudiantes se inclinan por estas dos opciones
incorrectas. El reactivo nimero 25 se transcribe a continuacion.

Sea la funcidn f(x) que se muestra en la grdfica écudl es el Iimite de la funcién cuande x se

aproxima por la izquierda a 1? La respuesta correcta a esta pregunta era el inciso a.

Vo
1) =3
2) ! d Tk il
imite no existe por la izquierda.

) por la izq A
3) La grafica mostrada no corresponde a una funcién. i
4) =1 =2 1 ;

, , , - 2 X

5) La grafica no permite concluir respecto al limite. =1fe
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Figura 3. item 25 (elaborada por el autor).

En la figura 4 se muestra que los alumnos contestan con un indice de discriminacion bajo, lo
cual es muy satisfactorio en términos del entendimiento del concepto de limite de una funcién (y
no el valor de la funcién en un punto a). El indice de dificultad no es muy bajo, por lo que se
puede concluir que el reactivo no resulté muy dificil para los alumnos. Sin embargo, se observo
que el indice de aleatoriedad si es mas alto que la probabilidad de haber respondido al azar
(0.4), lo que debe ser corregido para que el reactivo se considere un buen item de opcién
multiple.

En estas respuestas se observa una preconcepcién muy definida por parte de los alumnos a
pensar que, o bien la funcién no existe, tal vez porque la grafica muestra dos modelos de
funcién que para ellos obviamente no son iguales (una parabola y una funcién lineal), o bien, la
grafica no permite concluir respecto al limite, tal vez porque los limites laterales no son iguales.
En ambos casos, con independencia de la falta de conocimiento sobre funciones definidas por
intervalos, a medida que se observa mayor habilidad en los estudiantes, estas respuestas
incorrectas son desechadas por los alumnos.
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Porcentaje Pregunta 21
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Calificacién

Figura 9. Curva IRC de la pregunta 25 (elaborada por el autor).
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Conclusiones.

Después de implementar el instrumento de evaluacién que se explico a lo largo de este trabajo,
se coincide con Przenioslo (2004) en el hecho de que en el andlisis de las respuestas de los

alumnos, respecto al concepto de limite, se pueden observar muchos modelos cognitivos.

La mayoria de los alumnos tienden a pensar que el calculo de un limite es la sustitucion
numérica de la funcion en el punto al que tiende la variable independiente. Esta conclusion es
congruente con la literatura revisada. Vrancken & Gregorini (2006) sefialan que una de las
principales dificultades relacionadas con “el concepto de limite” es la de comprender que el
célculo del limite no siempre es por sustitucién. En este sentido, el analisis geométrico del
comportamiento de una funcién en un intervalo abierto permitiria entender, no sélo el concepto
de limite de una funcion, sino ademas, los conceptos de discontinuidad en un punto, y la

clasificacién de estas discontinuidades en evitables y no evitables.

Otro problema que presentan los alumnos es su incapacidad para explicar la existencia de un
limite a través del teorema de los limites laterales, en donde el andlisis geométrico del
comportamiento de la funcién, tanto por la derecha como por la izquierda, permite conocer el

limite de la misma cuando la variable independiente tiende a un punto a.

En este mismo orden de ideas, los alumnos no pueden representar funciones en donde los

limites laterales no son iguales, y por lo tanto, el limite de la funciéon en un punto dado no existe.

Comparando esta conclusién con los resultados que se presentan en la literatura, se puede
afirmar que otro de los principales problemas de los alumnos es la dificultad para relacionar
expresiones de limites con su traduccion grafica o el proceso contrario, y ademas, la
problematica para entender que el limite de un funcién es el comportamiento de la funcién cerca

de un punto dado de su dominio (del valor en a) y no “en” el punto.

Finalmente, los alumnos no comprenden la naturaleza de las variables de una relacion
funcional. De hecho, algunos alumnos no tienen claro el concepto de funcion, y por lo tanto, no
pueden expresar el comportamiento de la funcion cuando la variable independiente de la misma

se acerca tanto por la derecha como por la izquierda a un valor a en un intervalo abierto.
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Respecto a las limitaciones que se tuvieron en el desarrollo de la investigacion cabe sefialar

gue, en el orden de lo metodoldgico, y dada la muestra tan pequefia que se utilizo, en el test de
opcién mdultiple los pardmetros de discriminacion, de dificultad y de aleatoriedad fueron
comentados en términos mas cualitativos que cuantitativos, es decir, se discutié mas la forma
de la pregunta y no el calculo real de los parametros, pues para ello se hubiera requerido de
una muestra mas grade, asignar la calificacién de acuerdo al nimero de preguntas correctas (y
no a través de intervalos de clase) y hacer una ajuste de curvas para poder hacer los

parametros comparativos.
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