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Resumen. El estudio del razonamiento covariacional es relevante en el entendimiento del
pensamiento matematico necesario para la comprension de materias de matematicas avanzadas o
la aplicacion de conceptos matematicos en otras areas. En este estudio se realizd una investigacion
documental, de cuyo andlisis se identifico una clasificacion de los principales problemas de
eventos dindmicos empleados para el analisis del razonamiento covariacional. Aunado a esto, se
propone un marco de clasificacion para el razonamiento covariacional, el cual estd basado en
diferentes propuestas previamente desarrollada por otros autores. En este marco, se identifican los
patrones y comportamientos propios de los estudiantes, clasificados en cada nivel de razonamiento
covariacional en el contexto de cada problema de eventos dindmicos utilizado para analizarlo. La
propuesta concluye que la aplicacion del razonamiento covariacional no se restringe a las
matematicas solamente, sino a diversos problemas de eventos dinamicos que contribuyen a la
solucion de situaciones en todas las ciencias.

Palabras clave: Razonamiento covariacional, eventos dinamicos, célculo, proceso de
razonamiento, educacion matematica, educacion cientifica, pensamiento matematico, dificultades
académicas en estudiantes.

Abstract. The study of covariational reasoning is relevant in understanding the mathematical
thinking necessary for understanding advanced mathematics subjects or the application of
mathematical concepts in other areas. In this study, a documentary investigation was carried out,
from whose analysis a classification of the main problems of dynamic events used for the analysis
of covariational reasoning was identified. In addition to this, a classification framework for
covariational reasoning is proposed, which is based on different proposals previously developed
by other authors. In this framework, students' own patterns and behaviors are identified, classified
at each level of covariational reasoning in the context of each dynamic event problem used to
analyze it. The proposal concludes that the application of covariational reasoning is not restricted
to mathematics alone, but to various problems of dynamic events that contribute to the solution of
situations in all sciences.
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Introduccion

En el &rea de educacion de la ciencia, tecnologia, ingenieria y matematicas es fundamental
el desarrollo de un razonamiento avanzado para la comprension y aplicacion de los conceptos en
materias como calculo, fisica y analisis. Por tanto, el razonamiento deriva del desarrollo del
pensamiento matematico, siendo esencial para los estudiantes y su aprendizaje (Purbaningrum et
al., 2020). Especificamente en matemaéticas, el razonamiento se vuelve necesario para determinar
si un argumento matematico es verdadero o falso, asi como para poder obtener conclusiones
I6gicas del mismo (Hamzah et al., 2022).

Dentro de los principales conceptos necesarios en el aprendizaje de matematicas de nivel
superior esta el concepto de funcidn, propiamente, la manera en que una variable se relaciona con
otra (Alajmiy Al-Kandari, 2020). La comprension de los estudiantes de la razon de cambio de una
variable con otra puede derivar en dificultades para la comprension de otros conceptos tales como
la derivada o la interpretacion del cambio en situaciones dindmicas (Avgerinos y Remoundou,
2021).

El razonamiento covariacional es fundamental para el desarrollo de un pensamiento
funcional, razonar acerca de la relacion covariacional entre cantidades o variables puede derivar
en una relacion funcional (Kafetzopoulos y Psycharis, 2022). La habilidad de razonar
covariacionalmente permite una mejor comprension del concepto de funcién, logrando una
definicion que no se limite a una definicion teorica, sino que se comprenda el fundamentalmente
la relacion entre variables (Hamzah et al., 2022).

La estrecha relacion que existe entre el razonamiento covariacional y el concepto de
funcion hace que el razonamiento covariacional se vuelva esencial para la comprension de los
conceptos fundamentales del céalculo (Carlson et al. 2002). Existen distintas investigaciones que
estudian la relacion del razonamiento covariacional con diferentes conceptos, por ejemplo,
Mateus-Nieves y Moreno (2021) estudian el concepto de funcién desde la interpretacion de sus
caracteristicas dinamicas, en tanto que Antoniniy Lisarelli (2021) lo hacen desde la perspectiva el
concepto como una covariacién dinamica entre los cambios de dos variables, en tanto Ramos
(2021) se enfoca en el estudio de funciones lineales y cuadraticas se ha utilizado la coordinacion
simultanea de cambio entre dos variables.

El estudio del razonamiento covariacional cobra importancia por su relacién con el
desarrollo de conceptos matematicos avanzados, sobre todo en las &reas de ciencia, tecnologia e
ingenieria. A pesar de su importancia y de la relacion que existe con el desarrollo de otros tipos
de pensamiento, la teoria que define y sustenta el razonamiento covariacional no ha evolucionado
mucho desde lo propuesto por Thompson y Carlson (2017). Por tanto, el proposito del presente
articulo es proporcionar una guia para la clasificacion del razonamiento covariacional en los
distintos niveles propuestos por la literatura. Para ello se realizé una revision de distintas fuentes
donde se pidiera a los estudiantes resolver uno o varios problemas que involucren alguna situacion
dinamica y a partir de la interpretacion de sus respuestas, se les clasifica en algin nivel de
razonamiento covariacional.
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Este articulo pretende ofrecer ejemplos concretos de comportamientos y respuestas que se
deben buscar al analizar las respuestas de una situacion dindmica para poder determinar en que
nivel de razonamiento covariacional se encuentra cada estudiante. Carlson et al. (2022) crearon
una guia de este estilo, pero limitada al problema del llenado de botellas y la clasificacién por
niveles corresponde al primer marco tedrico de razonamiento covariacional propuesto.

Marcos tedricos e instrumentos del razonamiento covariacional

El razonamiento Covariacional se define como “una actividad cognitiva que coordina el
cambio de dos cantidades diferentes que tienen una relacion poniendo atencién al proceso del
cambio” (Hamzah et al., 2022, p. 3). El enfoque estudiado por estos autores pretende describir las
acciones mentales realizadas al razonar covariacionalmente al interpretar eventos de funciones
dindmicas. La imagen de covariacion que una persona realiza esta sustentada en las acciones
mentales que esta persona realiza. Carlson et al. (2002) proponen un marco conceptual con cinco
niveles, en cada uno de ellos se describen las acciones mentales y comportamientos asociados a
cada nivel de razonamiento covariacional (Tabla 1).

Tabla 1. Acciones mentales del marco tedrico de covariacion

Accién mental Descripcion de la accién mental Comportamientos
Accién mental 1 Coordinacion del valor de una Etiquetar los ejes con indicaciones verbales de la
(AM1) variable con cambios en la otra. coordinacion de las dos variables (gj. y cambia
con cambios en x).
Accién mental 2 Coordinacion de la direccion de Construccion de una linea recta creciente.
(AM2) cambio de una variable con Verbalizacion de la conciencia de la direccion de
cambios en la otra. cambio de la variable de salida considerando los
cambios en la de entrada.
Accion mental 3 Coordinacion de la cantidad de Grafica de puntos/construccion de lineas secantes.
(AM3) cambio en una variable con los Verbalizacion de la conciencia de la cantidad de
cambios en la otra variable. cambio de la variable de salida considerando los
cambios en la de entrada.
Accion mental 4 Coordinacion de la razén de Construccion de rectas secantes contiguas para el
(AM4) cambio promedio de la funcion dominio.
con incrementos de cambio Verbalizacion de la conciencia de la razén de
uniformes en la variable de cambio de la salida (con respecto a la entrada)
entrada. mientras se consideran incrementos uniformes en
la entrada.
Accién mental 5 Coordinacion de la razén de Construccion de una curva suave con indicadores
(AMb) cambio instantinea de la funcién  claros de los cambios de concavidad.

con los cambios continuos de la Verbalizacion de la conciencia de los cambios

variable independiente por todo el  instantaneos en la razén de cambio por todo el

dominio de la funcioén. dominio de la funcion (direccion de concavidades
y puntos de inflexion son correctos).

Fuente: Adaptado de Carlson et al., 2002

En dicho marco, se ejemplifican los comportamientos que se presentan al realizar una
accion mental determinada. Segun Martinez-Miraval et al. (2023), “estas acciones mentales son el
nucleo que permite reconocer qué tan sofisticado es el razonamiento covariacional de los
estudiantes” (p. 57). El razonamiento covariacional se clasifica por niveles, los cuales son
alcanzados al desarrollar en conjuntos las acciones mentales correspondientes a cada niel. Es decir,
para que un tiene un razonamiento covariacional correspondiente al nivel 3, debera efectuar las
acciones mentales A1, A2y A3 (Tabla 2).




7

EVALUACION _ ~ LUNGRESU'EVAEUREIUN D AR

E bhz’o‘zae

r v\b
O |
TLAXCALA MEXICO &
¥ ;»‘!';‘\" \

Tabla 2. N
Nivel Descripcién
Nivel 1 (N1): En el nivel de coordinacion, las iméagenes de covariacién pueden soportar la accién mental
Coordinacion de coordinar el cambio de una variable con cambios en la otra variable (AM1)
Nivel 2 (N2): En el nivel de direccion, las imagenes de covariacién pueden soportar las acciones
Direccion mentales de coordinacion y direccion de cambio de una variable con cambios en la otra

variable. Las acciones mentales identificadas como AM1 y AM2 estan sustentadas por
iméagenes del N2.

Nivel 3 (N3): En el nivel de coordinacidn cuantitativa, las imagenes de covariacion pueden sustentar las

Coordinacion acciones mentales de coordinar la cantidad de cambio en una variable con cambios en la

cuantitativa otra variable. Las acciones mentales identificadas como AM1, AM2 y AM3 aparecen en
las imagenes del N3.

Nivel 4 (N4): En el nivel de razon promedio, las imagenes de covariacion pueden soportar las acciones

Razon promedio mentales de coordinacion de la razon de cambio promedio de la funcién con cambios

uniformes en la variable de entrada. LA razén de cambio promedio puede ser
descompuesta para coordinar la cantidad de cambio de la variable de salida con cambios
en la variable de entrada. Las acciones mentales identificadas de AM1 a la AM4 se
soportan por las imagenes del N4.

Nivel 5 (N5): En el nivel de razén instantanea, las imagenes de covariacion pueden sustentar las

Razon instantanea acciones mentales de coordinacion de la razén de cambio instantanea de la funcién con los
cambios continuos en la variable de entrada. Este nivel incluye una conciencia de que la
razén de cambio instantanea resulta de refinamientos cada vez mas pequefios de la razon
de cambio promedio. También incluye una conciencia de que el punto de inflexion es
donde la razon de cambio cambia de creciente a decreciente o viceversa. Las acciones
mentales identificadas de la AM1 a la AM5 estan sustentadas por las imagenes de N5.

Fuente: Adaptado de Carlson et al., 2002

La manera en que se visualizan las razones de cambio entre dos cantidades o variables
puede ser de forma continua o discreta. Los autores expresan que la razén de cambio percibida de
forma discreta se puede considerar como una razon “a trozos”, es decir, en segmentos o intervalos.
El razonamiento continuo implica una percepcion del cambio entre variables de forma “suave” sin
interrupciones o saltos (Castillo-Garsow et al., 2013).

Aunado al marco previamente presentado por Carlson et al. (2002) se suman estos
conceptos de covariacion “a trozos” y covariacion “suave”. Con ello, Thompson y Carlson (2017)
redefinen los niveles de clasificacion de razonamiento covariacional (Tabla 3). Se incorpora un
nuevo nivel, llamado sin coordinacion, en donde no se identifica ningun tipo de relacion entre dos
variables. Ademas, se reclasifican los niveles de razonamiento para incorporar un nivel de
covariacion a trozos y un nivel de covariacion suave.

Tabla 3. Principales niveles de razonamiento covariacional

Nivel Descripcion

Sin coordinacion La persona no tiene imagen de que las variables varien juntas. La persona se
enfoca en el cambio de una u otra variable sin coordinacion de valores.

Precoordinacion de valores La persona visualiza el cambio de los valores de las dos variables, pero
asincrénicamente-una variable cambia, luego la segunda variable, luego la
primera y asi sucesivamente. La persona no anticipa crear pares de valores como
objetos multiplicativos.

Coordinacion gruesa de La persona forma una imagen gruesa de los valores de las cantidades cambiando

valores juntos, tal como “esta cantidad crece mientras esta cantidad decrece”. La persona
no visualiza que los valores individuales de las cantidades van juntas. En su lugar,




Descripcion
la persona visualiza un vinculo suelto y no multiplicativo entre los cambios
generales en los valores de las dos cantidades.

Coordinacion de valores La persona coordina los valores de una variable (x) con los valores de otra
variable (y) con la anticipacion de crear una coleccion discreta de pares (X,y).

Covariacion continua a La persona visualiza los cambios del valor de una variable conforma pasa

trozos simultaneamente con los cambios en el valor de la otra variable, y visualizan

ambas variables cambiando con una variacion continua a trozos.

Covariacion continua suave  La persona visualiza incrementos o decrementos (de aqui en delante, cambios) en
una cantidad o valor de una variable conforme sucede simulténeamente con los
cambios en el valor de la otra variable, y la persona visualiza ambas variables
cambiando suave y continuamente.

Fuente: Adaptado de Thompson y Carlson (2017)

Es importante notar que cuando un nivel describe la capacidad de razonar de manera
covariacional significa que se considera que se puede razonar en todos los ambitos que implica
dicho nivel (Nava-Guzman, 2021). Esto representa que cuando un estudiante razona de manera
variable entre niveles, en realizar razona en el nivel superior, asi como, que ha desarrollado,
ademas niveles inferiores, observandose asi un proceso de evolucién en su razonamiento
covariacional (Martinez-Miraval et al., 2023).

Patrones en el andlisis del razonamiento covariacional

Dentro del estudio del razonamiento covariacional se tienen distintos métodos de analisis,
aplicando diferentes instrumentos y utilizando varias técnicas buscando clasificar el razonamiento
covariacional de los sujetos de estudio. Existen ciertos patrones metodoldgicos entre las
investigaciones, coincidiendo en instrumentos utilizados y técnicas de andlisis y clasificacion.

Los problemas utilizados para analizar el razonamiento covariacional son eventos
dinamicos en donde se busca analizar los aspectos covariantes de los mismos, es decir, donde se
busca analizar la manera en que dos cantidades variables cambian entre si. La literatura revisada
concuerda en cinco tipos principales de problemas (Figura 1). EI empleo de cada problema para
analizar el razonamiento covariacional depende del criterio del investigador y del contexto de cada
investigacion, sin embargo, el mas utilizado es el problema de las botellas y sus variantes, seguido
del problema de la escalera que se desliza y la rueda de la fortuna.
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Figura 1. blemas de eventos dinamicos para el analisis del razonamiento covariacional
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Fuente: Creacion propia

Algunas de las investigaciones revisadas buscan contextualizar el razonamiento
covariacional en situaciones particulares de fisica o calculo y para ellos se emplean problemas
propios de cada area. En fisica se plantean problemas de masa-resorte que corresponden a la Ley
de Hooke, el experimento de Galileo o la interpretacion de un diagrama psicrométrico. En calculo
se analiza el razonamiento covariacional al interpretar problemas de integrales o aplicar el
concepto de derivada en problemas de optimizacion.

Uno de los problemas mas utilizados para estudiar el razonamiento covariacional a partir
de la interpretacion de una situacion dinamica es el problema del llenado de botellas. Este ejercicio
propuesto por Swan (1985) fue primeramente utilizado por Carlson et al. (2002). El planteamiento
del problema consiste en una botella que se llena a razon constante y se busca representar
graficamente la relacién entre el volumen del liquido que se vierte en la botella y la altura del
liquido conforme la botella se va llenando.

En el estudio del razonamiento covariacional se han utilizado distintas versiones de este
problema, algunas de ellas son las siguientes:

a) Un problema con botellas de diferentes formas e igual capacidad y diferentes graficas que
muestran una relacion entre volumen y altura del liquido, se pide a los participantes que
relacionen cada botella con su grafica y justifiquen su eleccion (Bojorquez et al., 2021).

b) El problema de la botella mediante una simulacion computarizada. Se muestra un video de
una llave llenando botellas con diferentes formas y se pide se dibuje una grafica que
muestre la relacion volumen-altura del agua en la botella conforme esta se llena (Johnson
et al., 2017).

¢) El uso de la simulacion para presentar una variacion del problema de la botella, en su
trabajo ellos analizan la covariacion en términos de la interpretacion del gasto hidraulico
en el llenado de cilindros en posicion vertical u horizontal (Castaneda-Ovalle y Garcia-
Rodriguez, 2023).




EVALUACION

Y=g

v

B ) ho J/ | | CARINIRY
y / ﬂ INAVEE )
y { ; —— 7A J\ l\/;:,

d) El empleo de una variacion del problema de la botella presentando cuatro tanques de agua
con diferente forma y misma capacidad y se pidi6 a los participantes dibujar graficas que
representaran la relacion de las variables volumen y altura (Kertil et al., 2019; Kertil, 2020).

e) Una aproximacion diferente a esta situacion es el problema invertido de la botella (Tyburski
et al., 2021; Paoletti y Moore, 2017), aqui se tiene una botella llena con agua la cual se va
evaporando; se pide interpretar y describir como es que la altura del agua en la botella
cambia al disminuir el volumen.

f) Una variacion del problema en donde no solo se pide construir una grafica para una botella
determinada, sino que se pide dibujar una botella para una grafica dada donde se representa
la variacion de la altura con respecto al volumen del agua mientras se llena la botella
(Paoletti y Moore, 2017). El problema de la botella y sus variaciones se ha utilizado para
medir el razonamiento covariacional en situaciones atemporales, es decir, donde el tiempo
no es una de las variables involucradas en la covariacion.

El problema de la escalera que se desliza adaptado de Monk (1992) fue utilizado por
Carlson et al. (2002), en este problema se introduce una variable temporal: la velocidad. El
ejercicio consiste en describir la velocidad de la parte superior de una escalera conforme esta se
desliza sobre una pared partiendo de una posicion vertical. Esta misma situacion dinamica se ha
utilizado para medir el razonamiento covariacional pidiendo que se describa como dos cantidades
con las mismas unidades de medida (altura y distancia) varian juntas (Kertil et al., 2019; Kertil,
2020).

Otros planteamientos diferentes retoman la rueda de la fortuna propuesta por Castillo-
Garsow et al. (2013), entre los autores que destacan estan Johnson et al. (2017), siendo que en este
problema se tiene un carro en la cima de una rueda de la fortuna, se pide graficar la altura del carro
desde el piso con respecto a la distancia total recorrida por el carro al girar la rueda, quienes
proponen los conceptos de covariacion suave y a trozos a partir del analisis de los resultados de
este problema. Las principales propuestas sobre la rueda de la fortuna son:

a) El problema de la rueda de la fortuna de una manera kinestésica al proporcionar la
redaccion del problema y un diagrama del mismo junto con un pedazo de estambre que
facilite la medicion de distancias lineales y curvas, para luego pedir que se dibuje la grafica
representando las dos variables ademas de contestar un conjunto de preguntas relacionadas
con la actividad (Nava-Guzman et al., 2023).

b) Con la incorporacion de las simulaciones computarizadas, el uso de este problema en el
estudio del razonamiento covariacional ha permitido una presentacion mas detallada
(Olsho, et al:, 2022) e interactiva (Johnson, et al., 2017), lo cual permite una mejor
visualizacion de las variables involucradas: altura del carro y distancia recorrida; asi como
una mejor visualizacioén de los componentes del problema: radio de la rueda y posicion del
carro en la rueda, principalmente.

Otros estudios han buscado determinar el razonamiento covariacional al presentar
problemas de fisica aplicada, tales como:

a) Buscar la caracterizacion como el empleo del razonamiento covariacional para modelar
una situacion dinamica real. En este caso, el de la construccion e interpretacion de un
diagrama psicrométrico donde se representa la relacion entre la temperatura, humedad
absoluta y humedad relativa (Bagossi, 2023).
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b) Utilizacion de la realidad aumentada para presentar dos experimentos de fisica clasica, el
experimento de la ley de Hooke examina la relacion entre la masa y la elongacion de un
resorte; el experimento de Galileo examina la relacion entre el tiempo y la distancia que un
cubo recorre al deslizarse sobre un plano inclinado. Estas investigaciones resaltan la
importancia del estudio del razonamiento covariacional en otras disciplinas aparte de la
matematica (Jaber y Swidam, 2022

Ademas de los fendmenos dindmicos, el proceso de pensar covariacionalmente afecta la
comprension de conceptos de calculo tales como el de funcidn, el estudio de limites y la derivada
(Thompson y Carlson, 2017). Por ello se han realizado investigaciones en donde se busca analizar
el razonamiento covariacional a partir de situaciones o problemas directamente relacionadas con
el célculo. El cambio de las acciones mentales relacionadas al razonamiento covariacional mientras
se construye el concepto de integral definida a partir de las sumas de Riemann, para ello se
apoyaron en el recurso digital GeoGebra. También se ha podido estudiar descriptores del
razonamiento covariacional en problemas aplicados que involucran el uso de integral definida
(Martinez-Miraval y Garcia-Rodriguez, 2022).

En problemas que involucran interpretar la integral definida como un proceso de
acumulacién o aproximaciéon se pueden identificar los distintos niveles de covariacion al
interpretar la forma en que las variables cambian entre si. Uno de los conceptos mas importantes
en la comprension del célculo es el concepto de limite, la comprension del concepto de limite
estudiando la manera en que se comprende la covariacion entre la variable dependiente x y la
variable independiente f(x) = y (Nagle et al., 2016).

Dentro de los problemas de aplicacion del calculo también se ha estudiado la presencia de
las acciones mentales asociadas con el razonamiento covariacional. Las acciones mentales del
razonamiento covariacional se hacen presentes en la solucién de un problema de optimizacion que
busca minimizar la longitud de la cerca de un terreno rectangular (Martinez-Miraval et al., 2023).
Para ello la investigacion se apoya en el recurso GeoGebra con la finalidad de facilitar la
construccién de las representaciones graficas. De forma similar, es presentar un problema tipico
de optimizacién, en donde se tiene una hoja rectangular de papel y se busca construir una caja
abierta recortando cuadrados en las cuatro esquinas de la hoja y doblando los lados de la caja
(Nava-Guzman et al., 2023). Con el fin de presentar una actividad interactiva, se proporciona una
hoja de papel en la que se pueden hacer cortes e identificar visualmente la variacion en el volumen
de la caja dependiendo del tamario de los cortes que se hagan. Luego se pidi6 contestar preguntas
relacionadas a la actividad y llenar una tabla de valores en donde se pudiera establecer la relacion
entre el tamafio de los cortes y el volumen de la caja.

Marco de clasificacion de razonamiento covariacional

Dentro del estudio del razonamiento covariacional existen distintas metodologias de
analisis, pero en todas ellas es necesario hacer una interpretacion de la manera en que los sujetos
responden a los problemas de situaciones dinamicas. Las respuestas dadas son analizadas de
acuerdo con marco conceptual propuesto por Thompson y Carlson (2017), presente en la Tabla 3
previamente presentada. Para llevar a cabo el analisis es necesario identificar cierto tipo de
respuestas, la evidencia del nivel de razonamiento en que el alumno esta pensando; las respuestas
se deben clasificar identificando comportamientos o frases especificas que demuestren que el
sujeto razona covariacionalmente. Al mostrar la revision de los niveles de razonamiento
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Covariacional, se proponen ciertos ejemplos de comportamientos que se pueden clasificar en cada
nivel de razonamiento covariacional los cuales se presentan en la Tabla 4.

Tabla 4. Tipos de respuestas para cada nivel de razonamiento covariacional, problema de la
botella

Nivel Comportamientos y respuestas
Sin coordinacién No asocia la altura del agua con el volumen del liquido afadido.
Respuestas como: “Sube la altura del agua” “Mas agua se va afiadiendo”

Precoordinacion de valores Se da cuenta que, al afadir cierto volumen de agua a la botella, la altura aumenta.

Coordinacion gruesa de Respuestas como: “la altura del agua aumenta conforme el volumen aumenta”

valores

Coordinacion de valores Se enfoca en la altura del agua y en la cantidad de volumen afiadido, sin
considerar los valores intermedios de altura y volumen.

Covariacion continua a Imagina el nivel de agua subiendo por cada incremento de agua afiadido,

trozos incluyendo los valores intermedios entre valores sucesivos de volumen y altura,

pero sin visualizar las variables pasando por estos valores.

Covariacion continua suave  Imagina el volumen y la altura del agua variando suavemente en intervalos
simultaneos, mientras anticipa que dentro de cada intervalo la cantidad del agua y
la altura del agua varian de forma continua y suave.

Fuente: Adaptado de Thompson y Carlson (2017)

Esta forma de representacion de los niveles de razonamiento covariacional ofrece cierta
claridad acerca de los comportamientos en cada nivel de razonamiento covariacional, sin embargo,
aplica solo para el problema de la botella. Al analizar la bibliografia previamente discutida se pudo
crear un compendio de comportamientos y tipos de respuestas generales, aplicables para los
distintos problemas con los que se puede analizar el razonamiento covariacional.

El nivel de sin coordinacién se distingue cuando los sujetos no visualizan las variables
variando en tandem, es decir, se comprende que varia una u otra variable, pero no juntas (Kertil,
etal., 2019). Para el nivel de precoordinacion de valores los sujetos son conscientes de que cuando
cambia una variable, también lo hace la otra (Carlson, et al., 2002), se considera que ambas
variables varian de manera asincronica (Castafeda-Ovalle y Garcia-Rodriguez, 2023) por lo que
no se anticipa la formacion de pares ordenados entre variables. También es posible que se
considere a las variables como dos funciones distintas dependientes de un mismo parametro, por
ejemplo, el tiempo (Kertil, et al, 2019). Si la metodologia de andlisis requiere la construccion de
una gréafica que represente la relacion entre las variables estudiadas, un comportamiento esperado
para el nivel de precoordinacion seria que los sujetos designen los ejes ordenados con las variables
dependiente e independiente (Hamzah, et al., 2021).

En el nivel de coordinacion gruesa de valores, se espera que se considere a las dos variables
variando juntas (Paoletti y Moore, 2017; Jaber y Swidan, 2022; Bagossi, 2023; Castaneda-Ovalle
y Garcia-Rodriguez, 2023). El sujeto explica la relacion entre las dos variables (Hamzah, et al.,
2021; Bagossi, 2023), aunque percibe el cambio con un vinculo flojo (Jaber y Swidan, 2022). Estos
comportamientos se pueden evidenciar en frases como ‘la altura aumenta conforme el volumen
aumenta’ (Thompson y Carlson, 2017; Kertil, et al., 2019; Carlson, et al., 2002) o ‘la humedad
cambia cuando cambia la temperatura’ (Bagossi, 2023).

En el nivel de coordinacion de valores se ve el cambio en las variables como una relaciéon
lineal, no se considera la intensidad del cambio entre las variables (Kertil, et al., 2019). Se
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considera la relacién entre la direccién y la cantidad de cambio entre las variables (Paoitiil v/

Moore, 2017) es decir, se entiende que las variables cambien en la misma direccion aumenta-
aumenta o disminuye-disminuye; o que cambien en direcciones contrarias aumenta-disminuye o
disminuye-aumenta. Los comportamientos graficos que se pueden esperar en este nivel es la
creacion de una coleccion discreta de pares ordenados (Jaber y Swidan, 2022; Castafieda-Ovalle y
Garcia-Rodriguez, 2023; Nava-Guzman et al., 2023), asi como la marcacién de incrementos en la
altura de las botellas o las imagenes donde se presenta el cambio (Paoletti y Moore, 2017).

Cuando se razona en el nivel de coordinacion continua a trozos, se visualiza el cambio por
segmentos de una variable respecto a la otra. En ocasiones esto puede derivar en un intercambio
de las variables dependiente e independiente (Kertil, et al., 2019). Gréaficamente, este
comportamiento se puede visualizar en la construccién de segmentos de recta contiguos donde se
ajuste la pendiente para indicar la razén de cambio (Johnson et al., 2017; Castaneda-Ovalle v
Garcia-Rodriguez, 2023). Finalmente, en el nivel de coordinacion continua suave se imaginan las
variables variando sincronicamente y de forma continua (Johnson et al., 2017; Kertil et al., 2019;
Castaneda-Ovalle y Garcia-Rodriguez, 2023). La evidencia grafica de este razonamiento es la
construccion de una curva suave respetando la concavidad y puntos de inflexion (Hamzah et al.,
2021).

Conclusiones

El estudio del razonamiento covariacional se extiende a diferentes areas de las matematicas,
especialmente enfocado en problemas de situaciones dinamicas. Estas situaciones o eventos
dinamicos plantean un cambio coordinado entre dos variables o cantidades, la manera en que los
estudiantes interpretan esta situacion permite clasificar su razonamiento covariacional. El tipo de
problemas utilizados para plantear estos eventos dinamicos son variados, se trata de problemas
presentados de forma gréfica, como el problema del Ilenado de botellas o el problema de la rueda
de la fortuna; o problemas presentados de forma descriptiva tales como el problema de la escalera
que se desliza. El estudio del razonamiento covariacional se extiende también a problemas de areas
especificas, tales como el concepto de derivadas e integrales en calculo o problemas aplicados de
fisica como la Ley de Hooke.

La metodologia de analisis de cada situacion dindmica también difiere, ya sea pedir a los
alumnos que dibujen una grafica representando la variacion entre dos cantidades o al describir la
manera en que una variable cambia con respecto de otra; este analisis se puede llevar a cabo de
manera virtual, apoyado de recursos tecnoldgicos como programas graficadores o realidad
aumentada o mediante lapiz y papel. Independientemente del medio utilizado, el anélisis del
razonamiento covariacional comprende de la interpretacion de las respuestas dadas por cada
estudiante a la situacion presentada, es en la explicacion de su razonamiento donde se puede
identificar ciertos comportamientos y acciones que corresponden con cada nivel de razonamiento
covariacional.

Para la identificacion de patrones en las respuestas y su correspondiente clasificacion en
los niveles de razonamiento covariacional se propone una guia resumida en donde se presentan las
respuestas y comportamientos mas comunes en el estudiantado clasificados en cada nivel. Esta
guia de presenta en dos partes de acuerdo con el tipo de problema utilizado. La primera es una
tabla donde se ejemplifican las frases y acciones que el estudiantado podria enuncias o realizar al
resolver el problema del llenado de botellas. Esta tabla pretende servir como guia para clasificar
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el razonamiento covariacional al utilizar este evento dinamico, ya sea que se pida la construccion
de una grafica o solo la descripcion de la variacion entre las variables volumen y la altura. La
segunda guia es una propuesta para el analisis de las respuestas a eventos dindAmicos en general.
En ella se enlistan los comportamientos mas comunes que podrian presentar los alumnos al razonar

covariacionalmente en cada nivel.

N

Se pretende que ambas guias funcionen como ayuda y apoyo en futuras investigaciones
para realizar una clasificacion mas acertada del razonamiento covariacional de los alumnos,
independientemente de los problemas o metodologias utilizadas para su estudio. Con esta
propuesta, se busca ampliar la literatura respecto al razonamiento covariacional y asi promover el
estudio de este y el impacto que este tiene sobre el desarrollo y comprension de conceptos
matematicos avanzados.
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