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Resumen

Se postula una indagacién cualitativa exhaustiva sobre la implementacion de metodologias no
algebraicas como paradigmas alternativos para la didactica del concepto de limite en el célculo
diferencial. El limite, piedra angular de esta disciplina, constituye un escollo epistemoldgico para
los estudiantes, quienes frecuentemente incurren en misconcepciones tales como la percepcion
de los limites como entelequias inalcanzables o la erronea equiparacion con el valor funcional en
un punto. Los enfoques ortodoxos, anclados en la manipulacion algebraica, a menudo exacerban
dichas dificultades al priorizar la destreza procedimental sobre la aprehension conceptual,
desatendiendo la diversidad de estilos cognitivos. Se propone un disefio investigativo cualitativo
multifacético, abarcando estudios de caso, fenomenologia, investigacion-accion y analisis
hermenéutico de corpora estudiantiles, con recoleccion de datos mediante entrevistas
semiestructuradas, observaciones aulicas y cuestionarios abiertos, procesados a través de un
andlisis tematico riguroso. Los potenciales hallazgos auguran una amelioracion de la
comprension conceptual, una reduccién de la ansiedad matematica y un incremento en el
compromiso estudiantil. Se concluye que las metodologias no algebraicas ostentan un potencial
transformador para democratizar el acceso al concepto de limite, exhortando a futuras
investigaciones que diluciden su impacto longitudinal y su transferibilidad a contextos educativos

heterogéneos.
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I. Introduccién

El concepto de limite se erige como el bloque de construcciébn fundamental sobre el cual
descansa la totalidad del calculo. De hecho, la nocién misma de limite sustenta conceptos criticos
del célculo como la continuidad, las derivadas y las integrales (Wu & Wu, 2020). La comprension
inicial de los limites por parte de un estudiante puede afectar significativamente su capacidad
para comprender temas mas avanzados dentro del calculo. Si este concepto primario no se
comprende bien, el aprendizaje posterior en calculo y campos relacionados como el analisis real
y la teoria de la medida se vuelve considerablemente mas desafiante (Liang, 2016). Dada esta
centralidad, los métodos empleados para introducir y ensefiar limites merecen una cuidadosa
consideracion.

A pesar de su papel crucial, el concepto de limites a menudo presenta obstaculos de aprendizaje
significativos para los estudiantes. La investigacion indica que muchos estudiantes tienen
dificultades con los conceptos basicos de célculo, siendo los limites un area particularmente
desafiante (Cornu, 1991; Domondon et al., 2023; Vinner, 2002). Los enfoques tradicionales para
la ensefianza de limites a menudo se basan en gran medida en la manipulacion algebraica. Si
bien el algebra es innegablemente una herramienta vital en mateméaticas, una dependencia
excesiva de ella durante la introduccion inicial a los limites podria no adaptarse a todos los estilos
de aprendizaje y podria conducir a una comprension procedimental desprovista de una
comprension conceptual mas profunda (Artigue, 1988; Sari, 2017). Esto sugiere la necesidad de
explorar estrategias pedagdgicas alternativas que puedan fomentar una comprension mas solida
y accesible de los limites para una gama mas amplia de estudiantes.

La exploraciéon de métodos no algebraicos, como los que utilizan graficos, tablas numéricas y
razonamiento intuitivo, resulta prometedora para mejorar la experiencia de aprendizaje de los
limites. Estos enfoques alternativos podrian ofrecer vias mas intuitivas para comprender este
concepto abstracto. La secuencia tradicional de conceptos matematicos en el curriculo podria
crear inadvertidamente obstéculos para algunos estudiantes. Al considerar enfoques que resten
importancia al rigor algebraico inmediato, los profesores podrian desbloquear vias para los
estudiantes que inicialmente encuentran el razonamiento visual o numérico mas accesible
(Finding Limits: Numerical and Graphical Approaches | Honors Pre-Calculus Class Notes |
Fiveable | Fiveable, s/f; Students’ Concepts of Limits, s/f;, Wakhata et al., 2023). Por lo tanto, el
presente, tiene como objetivo incorporar un nuevo método cualitativo para ensefiar y aprender
limites en célculo, uno que minimice conscientemente la dependencia inicial de la manipulacion
algebraica. El enfoque central estarda en comprender las experiencias de los estudiantes con este

método y evaluar su eficacia en la promocién de una comprension conceptual mas profunda de
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los limites.

Il. Revision de la Literatura Existente

Un cuerpo sustancial de investigacion cualitativa ha profundizado en las complejidades de la
comprension de los limites por parte de los estudiantes, revelando conceptualizaciones comunes
y conceptos erréneos persistentes. Estos estudios resaltan consistentemente los desafios que
enfrentan los estudiantes para comprender este concepto fundamental (Aquere et al., 2009).
Entre los conceptos erréneos frecuentemente identificados se encuentra la nocion de que un
limite es un valor inalcanzable, algo a lo que una funcién se acerca pero nunca alcanza por
completo. Los estudiantes también pueden ver un limite como una mera aproximacion o un limite,
en lugar del valor preciso al que tiende la funcion. Ademas, a menudo surge confusion con
respecto a la relacion entre el limite de una funcién en un punto especifico y el valor real de la
funcién en ese mismo punto (Aquere et al., 2009; Denbel, 2014; Sezgin Memnun et al., 2017).
Algunos estudiantes asumen incorrectamente que el limite siempre debe ser igual al valor de la
funcién, o que una funcién debe estar definida en un punto para tener un limite alli. También se
ha observado una tendencia a generalizar excesivamente el método de sustitucion para evaluar
limites, lo que lleva a errores en los casos en que la sustitucion directa produce formas
indeterminadas (Sulastri et al., 2022). Y es que en el castellano, se entiende al limite como borde
o frontera, siendo éste una situacion diferente en matematicas.

La investigacion sugiere ademas que los estudiantes a menudo desarrollan comprensiones
intuitivas y dinamicas de los limites, viéndolos como procesos de acercamiento a un valor en
lugar de objetos estaticos (Students’ Concepts of Limits, s/f). Estas ideas informales, aunque
potencialmente Utiles para construir una intuicion inicial, a veces pueden entrar en conflicto con
las definiciones mas formales y rigurosas de los limites, obstaculizando una comprension mas
profunda (Students’ Concepts of Limits, s/f). Por ejemplo, los estudiantes podrian pensar en los
limites en términos de sustitucion mecanica, centrandose en el aspecto procedimental en lugar
del concepto subyacente (Thabane, s/f). Estos conceptos erroneos arraigados indican que los
métodos de ensefianza tradicionales, que a menudo priorizan las técnicas algebraicas y las
definiciones formales, pueden no abordar adecuadamente las dificultades conceptuales
fundamentales que encuentran los estudiantes.

En respuesta a estos desafios, investigadores y educadores han explorado varios métodos no
algebraicos para fomentar una comprension mas intuitiva de los limites. Los enfoques graficos
se defienden con frecuencia como una herramienta poderosa para visualizar el comportamiento
de las funciones a medida que la variable de entrada se acerca a un valor particular (Sari, 2017).

Al examinar la grafica de una funcién, los estudiantes pueden observar la tendencia de los valores
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de salida a medida que los valores de entrada se acercan cada vez mas a un punto especifico,
lo que les permite estimar el limite visualmente (Estimating limit values from graphs (article) |
Khan Academy, s/f). El concepto de limites unilaterales, acercandose desde la izquierda y la
derecha, también se puede ilustrar eficazmente utilizando graficos (Estimating limit values from
graphs (video) | Khan Academy, sff). Las tablas numéricas ofrecen otro método no algebraico
valioso para aproximar limites. Al evaluar la funcién en valores de entrada que se acercan
progresivamente al valor objetivo desde ambos lados, los estudiantes pueden observar los
valores de salida correspondientes e identificar el valor al que parecen acercarse (Limits and
continuity | Calculus 1 | Math | Khan Academy, s/f). Esta exploracion numérica puede
proporcionar una sensacion tangible de la naturaleza de "acercamiento” de los limites. Ademas,
el uso de explicaciones intuitivas, analogias del mundo real y marcos conceptuales puede ayudar
a construir una base sélida para la comprension de los limites antes de profundizar en las
definiciones algebraicas formales (1.1: Introduction to concept of a limit - Mathematics LibreTexts,
s/f). Por ejemplo, enmarcar los limites como predicciones de puntos no observados basadas en
el comportamiento de los puntos vecinos puede resonar con el razonamiento intuitivo de los
estudiantes (An Intuitive Introduction To Limits — BetterExplained, s/f). También se ha destacado
gue el énfasis en las representaciones geométricas es crucial para desarrollar una comprensién
conceptual significativa de los conceptos de calculo, incluidos los limites (Sari, 2017).

El desarrollo de una comprension conceptual sélida de los limites no es meramente un ejercicio
académico; es fundamental para el éxito futuro de los estudiantes en célculo y estudios
matematicos avanzados relacionados (Denbel, 2014). Sin una comprensién soélida de los
conceptos, los estudiantes pueden tener dificultades con temas posteriores como continuidad,
diferenciacién e integracion (Liang, 2016). Cultivar la comprension conceptual permite a los
estudiantes construir representaciones mentales coherentes de las ideas matematicas y conectar
nueva informacion con sus marcos de conocimiento existentes (Denbel, 2014). El uso de
representaciones visuales y geométricas, en particular, puede desempefiar un papel importante
en el fomento de este nivel mas profundo de comprension (Sari, 2017). Por lo tanto, los enfoques
pedagdgicos que priorizan el desarrollo conceptual sobre la manipulacion algebraica rutinaria se
alinean con los objetivos méas amplios de la educacion matematica, con el objetivo de promover

un aprendizaje mas significativo y duradero.

Ill. Metodologia Propuesta para Futuras Investigaciones
Para abordar las brechas identificadas, se proponen diversas metodologias de investigacion

cualitativa que permitan una exploracién profunda de las experiencias de los estudiantes con
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Estudios de caso: Investigaciones detalladas de grupos pequefios de estudiantes que
aprenden limites a través de enfoques visuales, numéricos e intuitivos, con un seguimiento
longitudinal para observar la evolucién de su comprension.

Estudios fenomenoldgicos: Exploracion de las experiencias vividas por los estudiantes al
enfrentarse al concepto de limite sin la tradicional base algebraica, buscando comprender
la esencia de este fendmeno de aprendizaje desde su perspectiva.

Investigacion-accién: Implementacion de intervenciones pedagdgicas basadas en métodos
no algebraicos en el aula, con una reflexion sistematica sobre su impacto en el aprendizaje
de los estudiantes y la practica docente.

Andlisis cualitativo de datos existentes: Revision de trabajos de estudiantes,
transcripciones de entrevistas o foros de discusiéon en linea para identificar patrones en la

comprension de limites cuando se utilizan enfoques no algebraicos.

En estas investigaciones, la recopilacion de datos podria incluir entrevistas semiestructuradas

con estudiantes y profesores, observaciones en el aula, analisis de trabajos de los estudiantes y

el uso de cuestionarios abiertos para explorar sus concepciones. El analisis de los datos se

realizaria mediante técnicas de andlisis tematico para identificar patrones y significados

emergentes.

IV. Discusion:

Implicaciones para la Investigacion y la Practica Educativa

La investigacion futura en métodos no algebraicos para la ensefianza de limites podria generar

hallazgos significativos con implicaciones tanto teéricas como précticas.

Comprension conceptual: Investigar si un enfoque inicial no algebraico conduce a una
comprension mas profunda y duradera del concepto de limite, abordando las concepciones
errobneas comunes de manera mas efectiva.

Engagement y actitud: Explorar si la reduccion de la dependencia inicial del algebra
aumenta el interés y la confianza de los estudiantes en el aprendizaje del célculo.
Transicion al &lgebra: Analizar las estrategias mas efectivas para integrar los métodos no
algebraicos con la formalizacion algebraica, facilitando una transicion fluida y significativa.
Disefio curricular: Informar el desarrollo de curriculos de célculo que incorporen de manera
sistematica métodos no algebraicos en la ensefianza de limites .

Formacion docente: Identificar las necesidades de formacion de los profesores para

implementar con éxito estos enfoques pedagdgicos alternativos .
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Sin embargo, también es importante investigar los posibles desafios asociados con la ensefianza
de limites sin algebra, como la necesidad de asegurar una base algebraica solida para temas
posteriores del calculo y la posible dificultad para resolver ciertos tipos de problemas de limites

que requieren manipulacién algebraica.

Discusion de Posibles Hallazgos

La implementacion de un enfoque de ensefianza que introduzca los limites sin una dependencia
inicial del algebra podria generar varios beneficios para el aprendizaje de los estudiantes. Al
centrarse primero en las representaciones visuales a través de graficos, los estudiantes podrian
desarrollar una comprensién mas intuitiva del concepto de acercarse a un valor (Wu & Wu, 2020).
Esta intuicion visual, junto con la exploracion de patrones numéricos en tablas, podria
potencialmente hacer que la idea abstracta de un limite sea mas concreta y accesible, lo que
llevaria a una mejor comprension conceptual. Ademas, una introduccion menos intensiva en
algebra podria aumentar la participacién de los estudiantes y reducir la posible ansiedad a
menudo asociada con la manipulacion simbdlica formal en céalculo (calculus - Conceptual
Understanding behind a Limit - Mathematics Stack Exchange, s/f). Al desmitificar las etapas
iniciales del aprendizaje de los limites, los estudiantes podrian desarrollar una actitud mas
positiva hacia la materia. Los métodos no algebraicos, particularmente los enfoques visuales y
numeéricos, también pueden ser mas efectivos para abordar directamente los conceptos erroneos
comunes sobre los limites, como si un limite alguna vez se alcanza o su relacion precisa con el
valor de la funcién en un punto especifico (Denbel, 2014). Incluso los propios docentes podrian
beneficiarse de la exploracion de estos enfoques alternativos, obteniendo potencialmente una
comprension mas profunda y matizada del concepto de limite (Flores & Park, 2016). La
investigacion sugiere que el empleo de multiples representaciones en la ensefianza puede
conducir a mejoras significativas en la comprension de los limites por parte de los estudiantes.
Sin embargo, ensefiar limites sin algebra también presenta desafios potenciales. Si bien construir
una base conceptual solida es crucial, el célculo en su conjunto es inherentemente algebraico
(Wu & Wu, 2020). Por lo tanto, un desafio significativo seria la eventual transicion e integracion
con las definiciones y técnicas algebraicas formales que son necesarias para resolver una gama
méas amplia de problemas de limites y para progresar a temas de calculo mas avanzados
(Calculus 1 - Introduction to Limits - YouTube, s/f). Ciertos tipos de problemas de limites
simplemente se resuelven de manera mas eficiente utilizando la manipulacién algebraica.
También existe la posibilidad de que los estudiantes que se sientan muy cémodos con la intuicién

visual 0 numérica puedan enfrentar resistencia o dificultad cuando finalmente necesiten
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interactuar con el formalismo algebraico mas abstracto. Ademas, es importante reconocer los
posibles obstaculos epistemoldgicos que podrian surgir, como la comprension de los numeros
reales e infinitos por parte de los estudiantes, que aun podrian plantear desafios
independientemente del método de ensefianza inicial. Si bien el objetivo es minimizar la
dependencia algebraica inicial, evitar por completo el pensamiento algebraico podria no ser
factible, especialmente considerando que los estudiantes a menudo tienen concepciones
preexistentes relacionadas con ecuaciones y funciones. La investigacion también indica que los
estudiantes a menudo tienen dificultades con la manipulacién algebraica en general, lo que
podria afectar su capacidad posterior para manejar los aspectos algebraicos de los limites.

Los métodos no algebraicos, particularmente las representaciones visuales, ofrecen una forma
potencialmente mas intuitiva de navegar por las complejidades de la "paradoja infinitesimal": la
idea de acercarse a un limite sin necesariamente alcanzarlo . Al observar un grafico, los
estudiantes pueden ver como el valor de la funcién se acerca cada vez mas a un valor y particular
a medida que el valor x se acerca a un cierto punto, sin hecesariamente alcanzar ese valor y
exacto. De manera similar, las tablas numéricas pueden demostrar la creciente precision del
limite a medida que los valores de entrada se acercan progresivamente al objetivo, lo que ilustra
el concepto de convergencia. Histéricamente, el desarrollo del concepto de limite surgié del
razonamiento grafico intuitivo y la idea de aproximacién continua (Wu & Wu, 2020). Por lo tanto,
estos métodos podrian proporcionar un punto de entrada mas natural y menos paradéjico para
los estudiantes.

Los hallazgos de este estudio podrian tener implicaciones significativas para la educacion
matematica. La investigacion podria informar el disefio de los curriculos de célculo, sugiriendo
potencialmente un mayor énfasis en la incorporacién de métodos visuales y numéricos en la
introduccion inicial a los limites. Esto podria requerir ajustes en los programas de formacion y
desarrollo profesional de los docentes para equipar a los educadores con estrategias efectivas
para ensefiar los limites conceptualmente sin una dependencia primaria del algebra. En dltima
instancia, tal cambio en el enfoque pedagogico podria conducir a mejores tasas de éxito de los
estudiantes en calculo y fomentar una experiencia de aprendizaje més positiva y accesible.

La seccion de discusion del informe de investigacion completo profundizara en estos posibles
hallazgos, interpretandolos en el contexto de la literatura existente. Resumira los hallazgos clave,
los comparara con investigaciones previas, discutird cualquier resultado inesperado, reconocera

las limitaciones del estudio y sugerira vias para futuras investigaciones en esta area.

V. Conclusion
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centrandose en cambio en enfoques visuales, numeéricos e intuitivos. Los beneficios potenciales
de tal método incluyen una mejor comprension conceptual, una mayor participaciéon de los
estudiantes y una forma mas efectiva de abordar los conceptos errbneos comunes sobre los
limites. Si bien los desafios como la eventual integracion con los métodos algebraicos y la
naturaleza del célculo necesitan una cuidadosa consideracién, la exploracién de introducciones
no algebraicas resulta prometedora para hacer que este concepto fundamental sea mas
accesible a una gama mas amplia de estudiantes. Las investigaciones futuras podrian investigar
el impacto a largo plazo de este enfoque en el éxito de los estudiantes en cursos de célculo
posteriores y explorar su efectividad en diferentes poblaciones de estudiantes y contextos de
aprendizaje. En dltima instancia, la exploracion continua de estrategias pedagdégicas innovadoras
es crucial para mejorar la ensefianza y el aprendizaje de conceptos matematicos fundamentales

como los limites.
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